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Resumo
Os modelos GARCH foram introduzidos nos anos 80 para representar adequadamente
caracter´ısticas das se´ries financeiras. Quando se consideram va´rias se´ries financeiras, tem-se
um contexto multivariado e o modelo multivariado GARCH, ou mais geral VECH, apresenta
problemas de parcimo´nia. Foram enta˜o impostas restric¸o˜es que levaram a` definic¸a˜o de
outros modelos, como o DVECH e BEKK. Neste trabalho, considera-se uma especificac¸a˜o
do modelo GARCH VECH que e´ mais geral do que o DVECH. A formulac¸a˜o deste modelo e´
feita do ponto de vista de programac¸a˜o na˜o linear com restric¸o˜es, e e´ designada por GARCH
NLP. O modelo GARCH NLP e´ usado para modelar os ı´ndices SP&500 e FTSE. Verificou-
se que o modelo GARCH NLP capta melhor a volatilidade dos dados do que os modelos
tradicionais.
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Abstract
The GARCH models were introduced in the 80s to adequately represent characteristics of
financial series.
When we combine financial variables, we get a multivariate context and more general
GARCH model, VECH presents problems of parsimony.
Were then imposed restrictions that led to the development of other models such as the
BEKK and DVECH.
This work considers a specification of GARCH VECH, which is more general than the
DVECH.
The formulation of this model is made from the viewpoint of constrained non linear pro-
gramming, and is designated by NLP GARCH.
The NLP GARCH model is used to model the SP&500 and FTSE indices.
It was found that the model NLP GARCH better captures volatility than traditional
database models.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
A mudanc¸a da volatilidade possui um impacto muito grande, boa ou ma´, no ca´lculo do risco
e selec¸a˜o da estrate´gia na compra/venda das ac¸o˜es de uma carteira de ativos.
Existem va´rios me´todos na literatura financeira para se medir o risco associado a um
determinado ativo entre eles o modelo ARCH introduzido por Engle e generalizado por
Bollerslev (GARCH) que usam o fato das se´ries financeiras apresentarem um padra˜o de
dependeˆncia ao longo do tempo para a predic¸a˜o da volatilidade.
Os modelos GARCH univariados encontram-se extensivamente documentados na literatura
e as suas aplicac¸o˜es justificadas por captarem va´rios fatos estilizados apresentados pelas
se´ries financeiras e auseˆncia de problemas de parcimo´nia.
A extensa˜o multivariada e´ consequeˆncia natural imposta pelo fato da dinaˆmica de um ativo
ser influenciada pela dinaˆmica dos outros ativos dentro da carteira.
No entanto a estimac¸a˜o multivariada do modelo GARCH traz consigo muitos problemas pois
na˜o se conseguem condic¸o˜es gerais que garantam que a matriz de covariaˆncias seja definida
positiva e por serem pouco parcimoniosos sa˜o um pesadelo a n´ıvel computacional.
Na literatura podemos encontrar va´rias formulac¸o˜es do modelo GARCH multivariado que
tentam resolver o problema supracitado como o modelo de diagonal VECH de Bollerslev,
Engle e Woldrige (1988) para o qual assumem que a matriz de covariaˆncia e´ constante. Na
pra´tica verificou-se que as matrizes de covariaˆncias variam com o tempo, e os modelos Factor
de Engle, Ng e Rothschild (1990) e BEKK de Baba, Engle, Kraft e Kroner (1989) impo˜em
condic¸o˜es que garantem que as matrizes de covariaˆncia sa˜o definidas positivas.
As hipo´teses supracitadas apesar de serem muitas vezes restritivas sa˜o o prec¸o a pagar para
que o problema seja trata´vel.
Neste trabalho usou-se uma estrate´gia diferente na soluc¸a˜o do modelo GARCH multivariado,
por meio de um problema de optimizac¸a˜o na˜o linear com restric¸o˜es e impondo apenas
algumas restric¸o˜es sobre a matriz de covariaˆncia.
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1.1 Alguns fundamentos teo´ricos sobre se´ries tempo-
rais
Para Tsay (2005) o objetivo principal na ana´lise e estudo das se´ries temporais consiste em
estabelecer modelos para explicar feno´menos resultantes da observac¸a˜o de dados recolhidos
ao longo do tempo.
Neste trabalho sa˜o tratados dados de ı´ndices financeiros que se traduzem por se´ries tem-
porais com especificidades pro´prias. Neste cap´ıtulo visitaremos alguns conceitos teo´ricos
fundamentais que caracterizam uma se´rie temporal.
1.2 Se´ries temporais
Uma se´rie temporal pode ser definida como um conjunto ou colec¸a˜o de varia´veis aleato´rias
cujos ı´ndices sa˜o tomados pela ordem na qual foram observadas ou recolhidas.
Francq (2010) afirma que a estacionariedade possui um papel fulcral na ana´lise das se´ries
temporais por substituir a hipo´tese de que as observac¸o˜es sa˜o independentes e identicamente
distribu´ıdas (iid) como acontece na estat´ıstica cla´ssica.
1.2.1 Estacionariedade
Uma se´rie temporal e´ estritamente estaciona´ria se o comportamento probabil´ıstico de cada
colec¸a˜o de observac¸o˜es txt1 , xt2 , ..., xtku na˜o varia quando avanc¸amos o tempo txt1`h, xt2`h, . . .
, xtk`hu. Isto e´ P tXt1 ď c1, Xt2 ď c2, ..., Xtk ď cku “ P tXt1`h ď c1, Xt2`h ď c2, ..., Xtk`h ď
cku para todo k “ 1, 2, . . . , todos tempos t1, t2, . . . , tk, todos nu´meros c1, c2, . . . , ck, e todos
avanc¸os do tempo h “ 0,˘1,˘2, . . . ,.
Esta versa˜o da estacionariedade e´ muito estrita e quase imposs´ıvel de se verificar na pra´tica.
Para dados reais usa-se uma versa˜o mais suave da estacionariedade denominada de estacio-
nariedade de segunda ordem ou covariaˆncia.
Shumway et al (2011) definem a estacionariedade de segunda ordem como sendo aquela em
que o primeiro momento ou me´dia e´ constante independentemente do tempo t e o momento
de ordem dois depende de s e t apenas por meio da sua diferenc¸a, @s ‰ t.
As func¸o˜es de me´dia e variaˆncia de uma se´rie temporal estaciona´ria sa˜o dadas por:
ErXts “ µ (1.1)
e
V arpXtq “ σ2x (1.2)
A func¸a˜o de autocovariaˆncia γphq do processo aleato´rio tXtu e´ definida como a autoco-
variaˆncia de Xpt1q e Xpt2q
γphq “ ErpXt1 ´ µqpXt2 ´ µqs, h “ t1 ´ t2 (1.3)
A func¸a˜o de autocorrelac¸a˜o de uma se´rie temporal e´ definida pelos momentos conjuntos de
Xt1 e Xt2
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ρphq “ γphq
σ2x
, h “ t1 ´ t2 (1.4)
Na pra´tica os elementos definidos acima precisam ser estimados a partir de dados reais e ela
e´ feita pelas expresso˜es que se seguem:
A me´dia de um processo estaciona´rio e´ constante e pode ser estimado pela me´dia amostral,
µˆ “ 1
n
nÿ
t“1
Xt. (1.5)
A func¸a˜o de autocovariaˆncia amostral e´ definida por
γˆphq “ 1
n
n´hÿ
t“1
pXt`h ´ µˆqpXt ´ µˆq. (1.6)
A func¸a˜o de autocorrelac¸a˜o amostral e´ definida por
ρˆphq “ γˆphq
γˆp0q . (1.7)
Numa se´rie temporal financeira uma das ideias mais naturais e´ assumirmos que ela e´ um
processo de ru´ıdo branco uma vez que a autocorrelac¸a˜o e´ nula para quase todos pontos de
desfasagem.
1.2.2 Modelos ARMA(p,q)
Os modelos ARMA sa˜o modelos lineares. Xt sera´ um processo ARMA(p,q), onde p e q sa˜o
inteiros, se existirem os coeficientes c, a1, . . . , ap, b1, . . . , bq tal que,
Xt `
pÿ
i“1
aiXt´i “ c`
qÿ
j“1
bjt´j , @t P Z, (1.8)
onde t e´ uma inovac¸a˜o linear de Xt, com as restric¸o˜es de que os zeros dos po´los dos
polino´mios apzq “ 1 ` řpi“o aizi e bpzq “ 1 ` řqi“0 bizi teˆm que estar dentro do c´ırculo
unita´rio.
Crite´rios de Informac¸a˜o.
Os crite´rios de informac¸a˜o sa˜o baseados na func¸a˜o de ma´xima-verosimilhanc¸a. Um dos
crite´rios mais usados e´ o crite´rio de informac¸a˜o de Akaike (AIC) e e´ definido por:
AIC “ ´2
T
L` 2
T
pNq (1.9)
onde a L e´ valor da func¸a˜o da ma´xima-verosimilhanc¸a avaliada nas estimac¸o˜es o´timas e T
e´ o tamanho da amostra.
O primeiro termo de (1.9) mede a qualidade do ajustamento e o segundo e´ a func¸a˜o de
penalidade do crite´rio pois penaliza o modelo candidato em func¸a˜o do nu´mero de paraˆmetros
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Figura 1.1: Diferentes tipos de curtoses.
usados.
O outro crite´rio de informac¸a˜o usado e´ o crite´rio de informac¸a˜o bayesiana (BIC) e e´ definido
por:
BIC “ ´2
T
L` lnpT q
T
pNq (1.10)
Para o crite´rio de selec¸a˜o de modelos (AIC, BIC por exemplo) faz-se o ca´lculo para l “
0, 1, ..., p onde p e´ um nu´mero inteiro pre´-especificado, e seleciona-se a ordem k que possui
o valor mı´nimo.
Curtose
As observac¸o˜es das se´ries temporais sa˜o associadas a uma distribuic¸a˜o que na maior parte
das vezes se assume que e´ a normal. Mas estudos emp´ıricos mostram que isso na˜o e´ muito
correto. Uma das formas para se verificar esta caracter´ıstica e´ calculando a curtose.
A curtose e´ uma medida de dispersa˜o que caracteriza o pico ou ”achatamento”da curva da
distribuic¸a˜o de uma varia´vel aleato´ria (v.a.). Normalmente ela e´ definida como:
m4pµq
σ4
´ 3 (1.11)
onde m4pµq e´ o quarto momento central e σ e´ o desvio-padra˜o.
Em certos textos a curtose e´ definida como a raza˜o entre o quarto momento central e o
quadrado do segundo momento central.
µ4
µ2
“ EpX ´ EpXqq
4
rEpX ´ EpXqq2s2 (1.12)
Se o valor da curtose for = 0 (ou 3, pela segunda definic¸a˜o), enta˜o tem o mesmo achatamento
que a distribuic¸a˜o normal e estas func¸o˜es recebem o nome de mesocu´rticas.
Se o valor e´ ą 0 (ou ą 3) a distribuic¸a˜o em questa˜o e´ mais alta (afunilada) e concentrada
que a distribuic¸a˜o normal e e´ denominada de leptocu´rtica, ou que a distribuic¸a˜o tem caudas
pesadas, o significado e´ que e´ relativamente fa´cil obter valores que se afastam da me´dia a
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va´rios mu´ltiplos do desvio padra˜o.
Se o valor e´ ă 0 (ou ă 3), enta˜o a func¸a˜o de distribuic¸a˜o e´ mais ”achatada”que a distribuic¸a˜o
normal, sendo denominada de platicu´rtica.
Para se captar essa caracter´ıstica dos dados financeiros usam-se na pra´tica distribuic¸o˜es com
caudas mais pesadas (exemplo, distribuic¸a˜o t), nesta tese esse fator na˜o sera´ levado muito
em considerac¸a˜o.
1.3 Fatos estilizados sobre dados financeiros.
A modelac¸a˜o das se´ries temporais financeiras sa˜o de elevada complexidade e uma tarefa
dif´ıcil por causa de algumas regularidades (fatos estilizados) que sa˜o dif´ıceis de captar por
meio de processos estoca´sticos lineares.
Muitos desses fatos estilizados foram apresentados por Mandelbrot (1963).
Alguns resultados referentes a retornos dia´rios esta˜o apresentados e sumariados em Francq
(2010).
Por exemplo os valores sa˜o na˜o-estaciona´rios apresentando caracter´ısticas de um passeio
aleato´rio. As variac¸o˜es dos valores sa˜o geralmente pouco correlacionados, podendo ser
modeladas com um ru´ıdo branco. Os valores possuem uma distribuic¸a˜o leptocu´rtica, com
variaˆncias infinitas em certos casos (Nicolau, 1999).
O aumento dos intervalos de tempo sobre os quais os retornos sa˜o calculados melhora a
normalidade, aproximando-se assim a uma Gaussiana. Os retornos tendem a apresentar
uma aglomerac¸a˜o de volatilidade, isto e´, per´ıodos turbulentos sa˜o seguidos por per´ıodos
calmos.
Outro aspeto que na˜o poder´ıamos deixar de salientar aqui sa˜o os efeitos de “leverage”, onde
os retornos negativos tendem aumentar a volatilidade por uma quantidade maior em relac¸a˜o
aos retornos positivos da mesma magnitude.
CAPI´TULO 1. INTRODUC¸A˜O 16
1.4 Retornos de ativos
Seja Pt o prec¸o de um ativo no tempo t. Assumindo que o ativo na˜o paga dividendos
podemos definir os retornos da seguinte forma. Mantendo o ativo num per´ıodo de tempo
t´ 1 ate´ o tempo t o retorno simples total de um per´ıodo e´ dado por:
Rt “ Pt
Pt´1
´ 1 “ Pt ´ Pt´1
Pt´1
(1.13)
ou seja
1`Rt “ Pt
Pt´1
ou Pt “ Pt´1p1`Rtq (1.14)
Mantendo o ativo em k per´ıodos, entre as datas t´ k e t, obtemos um retorno simples total
de k-per´ıodos
1`Rtrks “ Pt
Pt´k
˚ Pt´1
Pt´2
˚ ¨ ¨ ¨ ˚ Pt´k`1
Pt´k
“ p1`Rtqp1`Rt´1q . . . p1`Rt´k`1q
“
k´1ź
j“0
p1`Rt´jq
Na pra´tica o intervalo de tempo e´ muito importante na discussa˜o dos retornos. Se o intervalo
na˜o for dado explicitamente, enta˜o assume-se que o mesmo corresponde a um ano.
Nesta tese trabalhei com dados dia´rios pois se o intervalo for muito grande na˜o e´ poss´ıvel
observar-se alguns fatos estilizados sobre os dados financeiros.
Se os ativos forem tomados em k anos, enta˜o os retornos anuais me´dios sa˜o dados por
AnualpRtrksq “ p
k´1ź
j“0
p1`Rt´jqq1{k ´ 1 (1.15)
Outro aspeto importante sobre os retornos e´ a capitalizac¸a˜o composta dos retornos.
A capitalizac¸a˜o composta dos retornos caracteriza-se por uma func¸a˜o exponencial, em que
o capital cresce de forma geome´trica.
Muitas vezes por razo˜es de facilidade de ca´lculos e´ usado o logaritmo dos retornos tambe´m
conhecido por retorno composto cont´ınuo e e´ dado por:
rt “ lnp1`Rtq “ ln Pt
Pt´1
“ pt ´ pt´1 (1.16)
onde pt “ lnpPtq.
Uma das vantagens do uso dos logaritmos dos retornos em relac¸a˜o aos retornos simples e´ que
ela permite com que o ca´lculo dos logaritmos do retorno dos multi-per´ıodos seja reduzida
apenas na soma dos logaritmos dos retornos dos per´ıodos envolvidos.
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1.5 Carteira de retornos e pagamento de dividendos
O retorno simples de uma carteira de N ativos e´ a me´dia ponderada dos retornos simples dos
ativos envolvidos, onde o peso em cada ativo e´ a percentagem do valor da carteira investido
no ativo.
Seja p uma carteira que atribui peso wi ao ativo i, enta˜o o retorno simples de p no tempo t
e´
Rp,t “
Nÿ
i“1
wiRit (1.17)
onde Rit e´ retorno simples do ativo i.
Seja Dt o pagamento de dividendo de um ativo entre as data t´ 1 e t e Pt o prec¸o do ativo
no fim do per´ıodo t.
Neste caso Dt na˜o esta´ inclu´ıdo em Pt, os retornos simples e logar´ıtmico sa˜o dados pelas
seguintes expresso˜es:
Rt “ Pt `Dt
Pt´1
´ 1, rt “ lnpPt `Dtq ´ lnpPt´1q (1.18)
Cap´ıtulo 2
Modelos heteroceda´sticos
Em econometria um dos modelos mais usados para se captar os fatos estilizados apresen-
tados na sec¸a˜o 1.3 sa˜o os modelos ARCH (AutoRegressive Conditional heteroscedasticity)
introduzidos por Engle (1982) e generalizados por Bollerslev (1986) GARCH (Generalized
Autoregressive Conditional Heteroscedasticity).
Estes modelos representam a variaˆncia, que e´ o centro da atenc¸a˜o dos modelos, do termo
do erro ou inovac¸a˜o atual como quadrado das inovac¸o˜es dos termos anteriores. Esta ca-
racter´ıstica permite que o modelo seja capaz de captar os fatos estilizados dos dados com
frequeˆncia muito elevadas, por exemplo se´ries temporais financeiras.
Neste cap´ıtulo apresentamos esses modelos e as suas variac¸o˜es mais usadas na pra´tica.
2.1 Modelo GARCH univariado
Seja t um processo univariado na˜o correlacionado com me´dia zero, t segue um processo
ARCH de ordem q, ou simplesmente ARCH(q), se a distribuic¸a˜o condicional de t dado o
seu passado Ωt´1 “ tt´1, t´2, . . . u, possui me´dia zero e variaˆncia condicional dada por
σ2t|t´1 “ V arpt|Ωt´1q “ V arp2t |Ωt´1q “ ω ` α12t´1 ` ¨ ¨ ¨ ` αq2t´p “ ω `
pÿ
i“1
αi
2
t´i (2.1)
Na pra´tica, apesar do modelo ARCH captar alguns fatos estilizados das se´ries financei-
ras como a aglomerac¸a˜o da volatilidade, e´ necessa´rio um modelo de ordem muito grande
tornando-o pouco parcimonioso.
Para colmatar este problema Bollerslev (1986) e Taylor (1986) propuseram um modelo mais
geral denominado GARCH com a equac¸a˜o (2.1) substitu´ıda por
σ2t “ ω `
qÿ
i“1
αi
2
t´i `
pÿ
j“1
βjσ
2
t´j (2.2)
O paraˆmetro α mede a reac¸a˜o da volatilidade condicional aos choques do mercado, um valor
alto para β indica uma crise nos mercados.
A estimac¸a˜o eficiente desses paraˆmetros e´ uma preocupac¸a˜o para os profissionais pelo
significado que eles desempenham nos mercados de ac¸o˜es.
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Uma abordagem mais abrangente do papel e significado desses paraˆmetros pode ser encon-
trada em Carol (2008).
Francq et al (2010) afirmam que um processo t e´ GARCH(p,q) fraco se este for um ru´ıdo
branco (estaciona´rio de ordem 4) e o seu quadrado admitir uma representac¸a˜o ARMA, ou
seja
2t ´
rÿ
i“1
ai
2
t´i “ c` vt ´
pÿ
i“1
bivt´i (2.3)
onde r = max(p,q) e vt e´ a inovac¸a˜o linear de t2t u.
Este resultado e´ muito importante em termos de predic¸a˜o e selec¸a˜o de modelos.
2.1.1 Estimac¸a˜o dos paraˆmetros
Existem va´rios me´todos para a estimac¸a˜o dos paraˆmetros do modelo GARCH, mas nesta
tese apenas se abordou o me´todo de quase-ma´xima verosimilhanc¸a (QML) porque segundo
Francq et al (2010) este me´todo fornece estimadores consistentes e assimptoticamente nor-
mais sem exigir a existeˆncia de momentos.
Seja ttu uma realizac¸a˜o m, . . . , n de um processo GARCH(p,q)#
εt “ σtηt
σ2t “ ω `
řq
i“1 αiε
2
t´i `
řp
j“1 βjσ
2
t´j
(2.4)
onde ηt e´ uma sequeˆncia de v.a. iid, na pra´tica e´ comum assumir-se t „ Np0, 1q, ω ą 0,
αi ą 0 (i “ 1, . . . , p) e βj ą 0 (j “ 1, . . . , p).
A func¸a˜o de QML e´ dada por
Lnpθq “ Lnpθ; θ1, . . . , θnq “
nź
t“1
1a
2piσ2t
exp
ˆ
ε2t
2σ˜2t
˙
(2.5)
onde σ˜t e´ obtido recursivamente por (2.2), θ e´ um vetor de paraˆmetros definido por θ “
pθ1, . . . , θp`q`1q “ pω, α1, . . . , αq, β1, . . . , βpq.
Um estimador QML para θ e´ dado por
θˆn “ argmax
θPΘ
Lnpθq (2.6)
onde θˆn e´ qualquer soluc¸a˜o mensura´vel definida por Θ P p0,`8qxr0,`8qp`q.
Maximizar a func¸a˜o de ma´xima-verosimilhanc¸a e´ equivalente a minimizar, com respeito a θ,
I˜npθq “ n´1
nÿ
t“1
l˜t
onde
l˜t “ l˜tpθq “ 
2
t
σ˜2t
` log σ˜2t (2.7)
Na pra´tica sa˜o necessa´rios valores iniciais para o processo de otimizac¸a˜o que dependem
muito da se´rie em questa˜o.
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Francq et al (2010) indicam que a variaˆncia incondicional dada por
varptq “ ω
1´řqi“1 αi `řpj“1 βj (2.8)
e´ um valor razoa´vel para se inicializar os valores desconhecidos (20, . . . 
2
1´q e σ20 “ ¨ ¨ ¨ “ σ21´p)
Sob certas condic¸o˜es (para mais detalhes ver Francq et al (2010))
?
npθˆn ´ θ0qLÝÑNp0, pκη ´ 1qJ´1q
onde
J :“ Eθ0
ˆ
d2ltpθ0q
dθdθ1
˙
“ Eθ0
ˆ
1
σ4t pθ0q
dσ2t pθ0q
dθ
dσ2t pθ0q
dθ1
˙
(2.9)
e´ uma matriz definida positiva e κn “ Erη4t s ă 8.
Derivando a QML obte´m-se o gradiente
dltpθq
dθ
“ ´ 1
2σ2t
dσ2t
dθ
` 
2
t
2σ4t
dσ2t
dθ
“ 1
2σ2t
dσ2t
dθ
ˆ
2t
σ2t
´ 1
˙
(2.10)
com
Bσ2t
Bω “ 1`
qÿ
j“1
βj
Bσ2t´j
Bω (2.11)
Bσ2t
Bαi “ 
2
t´i `
qÿ
j“1
βj
Bσ2t´j
Bα para i “ 1, . . . , p (2.12)
Bσ2t
Bβj “ σ
2
t´j `
qÿ
j“1
βj
Bσ2t´j
Bβ para j “ 1, . . . , q e t “ 1, . . . , T. (2.13)
Resolver a condic¸a˜o
dσ2t
dθ
“ 0 resulta num conjunto de equac¸o˜es que podem ser resolvi-
das pelos me´todos quase-Newton, por exemplo o algoritmo de Berndt–Hall–Hall–Hausman
(BHHH).
A iterac¸a˜o BHHH e´ dada por:
θt`1 “ θt ` λtH´1t gt (2.14)
onde λt e´ um passo varia´vel escolhido para maximizar a QML na direc¸a˜o apropriada e Ht e´
a matriz Hessiana
Htpθq “
Tÿ
t“1
d2lt
dθdθ1
(2.15)
A matriz hessiana pode ser estimada por
Htpθq “ 1
2T
Tÿ
t“1
ξˆtξˆ
1
t
σˆt
2 (2.16)
com ξt “ p1, 2t´1, . . . , 2t´p, σ2t´1, . . . , σ2t´qq.
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Altay et al (2003) propo˜em uma alternativa dada pelo seguinte problema de optimizac¸a˜o
na˜o-linear restringido:
max´ 1
2
Tÿ
t“1
plog σ2t ` 
2
t
σ2t
q (2.17)
ω `
qÿ
i“1
αiεt´i `
pÿ
j“1
βjσ
2
t´j “ σ2t @t “ 1, . . . , T
mÿ
i
φiYt´i ` t “ Yt @t “ 1, . . . , T
σ2t ě 0 @t “ 1, . . . , T
αi ě 0 @i “ 1, . . . , q
βj ě 0 @j “ 1, . . . , p
ω ą 0
a qual denominam de modelo GARCH-NLP, onde
řm
i φiYt´i ` t “ Yt e´ a equac¸a˜o autorre-
gressiva usada para representar os dados.
Segundo Andersen (2009) as estimativas encontradas sob o uso da QML sa˜o assinto´ticamente
normalmente distribu´ıdas desde que a me´dia condicional e a func¸a˜o da variaˆncia condicional
do modelo GARCH sejam bem especificadas.
Bollerslev e Wooldridge (1992) resolveram o problema do ca´lculo dos erros padra˜o das
estimativas derivando uma matriz de covariaˆncia robusta a` na˜o normalidade para QML
dada por
HpθˆQMLq´1BpθˆQMLqHpθˆQMLq´1 (2.18)
onde θˆQML denota a QMLE de θ e B e´ dada por
Bpθq “
Tÿ
t“1
Blt
Bθ
Blt
Bθ1 . (2.19)
Esta foi a matriz de covariaˆncia usada para se obterem os erros padra˜o apresentados nesta
tese.
2.1.2 Testando os efeitos ARCH
Antes de se prosseguir para a estimac¸a˜o ou selec¸a˜o de um modelo ARCH e´ pra´tica comum
ser conduzido um teste sobre a existeˆncia de efeitos ARCH ou heteroceda´sticos nos res´ıduos.
O teste e´ usualmente feito nos quadrados da se´rie. Para conduzir esse teste temos duas
possibilidades.
A primeira consiste em aplicar a estat´ıstica Qpmq de Ljung-Box nos quadrados da se´rie,
sendo a hipo´tese nula de que a se´rie e´ na˜o correlacionada nos seus primeirosm desfasamentos.
A outra possibilidade e´ usar o teste multiplicativo de Lagrange proposto por Engle.
Basicamente este teste e´ similar ao teste F conduzido a` regressa˜o linear
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X2t “ α0 ` α1X2t´1 ` ¨ ¨ ¨ ` αmX2t´m ` t, T “ m` 1, . . . , T
sendo a estat´ıstica F dada por
F “ pSSR0 ´ SSR1q{m
SSR1{pT ´ 2m´ 1q (2.20)
que sob a hipo´tese nula possui uma distribuic¸a˜o assintoticamente qui-quadro com m graus
de liberdade, onde
SSR0 “
Tÿ
t“m`1
pX2t ´ ω¯q2, ω¯ “ 1T
Tÿ
t“1
2t e SSR1 “
ÿ
t“1`m
T ˆ2t .
Rejeita-se a hipo´tese nula se F ą χ2α se o p ă α sendo χ2mpαq o percentil 100p1 ´ αq do
quantil superior de χ2m .
Outros modelos foram propostos na literatura para se captar a dinaˆmica das se´ries com
elevada frequeˆncia como e´ caso de varia´veis macroecono´micas e de alguns fatos estilizados
das se´ries financeiras.
A seguir apresentamos algumas das especificac¸o˜es mais usadas na pra´tica.
2.1.3 Outros modelos GARCH
Modelo GJR-GARCH
Este modelo foi proposto por Glosten et al (1993). Neste modelo introduz-se um novo
paraˆmetro para captar o efeito de ”leverage”quando o choque nos mercados sa˜o negativos:
σ2t “ ω `
qÿ
i“1
αiεt´i ` λIrt´iă0s `
pÿ
j“1
βjσ
2
t´j (2.21)
onde a func¸a˜o indicadora Irt´iă0s “ 1 se t ă 0 e 0 caso contra´rio.
A estimac¸a˜o dos paraˆmetros e´ feita usando a func¸a˜o de QML (2.5).
Modelo EGARCH
Este modelo garante que a variaˆncia seja positiva sem impor restric¸o˜es nos coeficientes,
formulando a equac¸a˜o da variaˆncia condicional em termos do seu logaritmo.
Para um processo EGARCH(p,q) a variaˆncia condicional e´ modelada pela seguinte ex-
pressa˜o:
log σ2t “ ω `
qÿ
i“1
αigpZt´iq `
pÿ
j“1
βj log σ
2
t´j (2.22)
onde gpZtq “ θZt ` λp|Zt| ´ Ep|Zt|q, ω, α, β sa˜o constantes definidas como anteriormente e
Zt pode ser uma varia´vel normal padra˜o ou uma distribuic¸a˜o de erro generalizada.
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A func¸a˜o de ma´xima-verosimilhanc¸a para este modelo e´ dada por:
lnLpω, θ, λ, βq “ ´1
2
Tÿ
t“1
plnpσ2t q ` p tσt q
2 (2.23)
2.2 Modelos GARCH multivariados
Carol (2008) defende que para ale´m da aglomerac¸a˜o da volatilidade resultante das ma´s
not´ıcias que podem surgir nos mercados, tambe´m existe aquela que e´ causada pela correlac¸a˜o
dos prec¸os de ativos.
Para capta´-la e´ necessa´rio estimarmos a matriz de covariaˆncia, usando o modelo GARCH
multivariado.
Existem va´rias extenso˜es do modelo GARCH multivariado. Abaixo apresentamos os dois
modelos mais gerais e dos primeiros a serem formulados, uma vez que muitas outras espe-
cificac¸o˜es sa˜o derivadas deles.
2.2.1 Modelo VECH
O modelo VECH e´ a formulac¸a˜o multivariada direta do modelo univariado.
Para Francq et al (2010) um processo ttu “ t1, . . . , Nu e´ um VEC-GARCH(p, q) quando
satisfazer #
εt “ H
1
2
t ηt
vechpHtq “ ω `řqi“1Apiqvechpεt´iε1t´iq `řpj“1BpjqvechpHt´jq (2.24)
onde vech (.) e´ o operador que consiste em empilhar os elementos das porc¸o˜es da matriz
triangular inferior e diagonais de uma matriz sime´trica num vetor coluna, Ht e´ uma matriz
definida positiva, ηt e´ uma sequeˆncia de v.a iid com distribuic¸a˜o η, ω e´ um vetor de tamanho
tNpN ` 1q{2u x 1 , Apiq e Bpjq sa˜o matrizes de dimensa˜o {NpN ` 1q{2} x {NpN ` 1q{2}.
Este modelo possui grandes limitac¸o˜es na pra´tica, porque na˜o e´ poss´ıvel derivar diretamente
a propriedade definida positiva de Ht e e´ muito custoso a n´ıvel computacional uma vez que
mesmo para ordens pequenas e´ necessa´rio estimar um elevado nu´mero de paraˆmetros.
Se ttu segue uma distribuic¸a˜o normal a func¸a˜o de log-ma´xima-verosimilhanc¸a do modelo
GARCH multivariado e´ dada por
Tÿ
t“1
lt “ 1
2
N lnp2piq ´ 1
2
ln |Ht| ´ 1
2
Tÿ
t“1
1tH
´1
t´1t (2.25)
Para facilitar o tratamento deste modelo sa˜o impostas algumas condic¸o˜es nas matrizes Apiq
e Bpjq.
O modelo proposto nesta tese assume que as matrizes Apiq e Bpjq sa˜o sime´tricas.
A seguir apresentamos as especificac¸o˜es mais comuns do modelo VECH que sa˜o os modelos
DVECH e BEEK.
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2.2.2 Modelo DVECH
O modelo DVECH (Diagonal VECH) permite que uma representac¸a˜o vetorial seja obtida
pelas matrizes diagonais Apiq e Bpjq. A variaˆncia condicional e´ dada por
hkl,t “ ωkl `
qÿ
i“1
a
piq
kl k,l´ik,l´i `
pÿ
j“1
b
pjq
kl hkl,t´j (2.26)
com ωkl “ ωlk, apiqkl “ apiqlk e bpjqkl “ bpjqlk @pl, kq.
Para N “ 1, este modelo e´ equivalente ao modelo GARCH univariado, para o caso em que
N ą 1, a equac¸a˜o (2.26) pode ser escrita da seguinte forma matricial:
Ht “
¨˚
˝ω11 ¨ ¨ ¨ ω1m... ...
ω1m ¨ ¨ ¨ ωmm
‹˛‚` qÿ
i“1
¨˚
˝ a
piq
11 
2
1,t´i ¨ ¨ ¨ apiq1N1,t´iN,t´i
...
...
a
piq
1m1,t´im,t´i ¨ ¨ ¨ apiqNN2m,t´i
‹˛‚ (2.27)
`
pÿ
j“1
¨˚
˝b
pjq
11 h1,t´i ¨ ¨ ¨ bpjq1Nh1N,t´i
...
...
b
pjq
1mh1,t´i ¨ ¨ ¨ bpjqNN2N,t´i
‹˛‚
: “ Ω`
qÿ
i“1
diagpt´iqApiqdiagpt´iqApiq `
pÿ
j
Bpjq dHt´j
onde d e´ o produto de Hadamard, isto e´, elemento por elemento.
2.2.3 Modelo BEEK
O modelo BEEK e´ uma especificac¸a˜o do modelo multivariado proposto por Baba, Engle,
Kraft e Kroner.
Segundo Francq et al (2010) um modelo GARCH-BEEK(p,q) e´ todo o processo ttu com
respeito a uma sequeˆncia de v.a. iid ηt que satisfaz#
εt “ H
1
2
t ηt
Ht “ Ω`řqi“1 řKk“1Aikεt´iε1t´iA1ik `řpj“1 řKk“1BjkHt´jB1jk (2.28)
onde K e´ um inteiro, Ω, Aik e Bjk sa˜o matrizes NxN e Ω e´ definida positiva.
2.2.4 Estacionariedade do modelo VECH
A estacionariedade do modelo VECH e´ pouco consensual dentro da comunidade cient´ıfica.
Na maior parte da literatura sobre os modelos VECH a estacionariedade e´ obtida por meio
da representac¸a˜o ARMA do modelo.
Seja a dinaˆmica da volatilidade do modelo dada por (2.24) considerando
vt “ vechpttq ´ vechpHtq um processo de ru´ıdo branco e reorganizando os termos em
(2.24) obte´m-se um processo autogressivo de me´dia mo´vel (VARMA) de ordem (maxpp, qq, q)
escrevendo o processo de ordem 2 ηt da seguinte forma
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ηt “ ω `
maxpp,qqÿ
i“1
pApiq `Bpiqqvechpttq ` vt ´
pÿ
j“1
Bpjqvt´j (2.29)
onde Ap`1 “ ¨ ¨ ¨ “ Aq “ 0 se p ą q e Bq`1 “ ¨ ¨ ¨ “ Bp “ 0 se q ą p.
A partir das caracter´ısticas do modelo ARMA pode-se verificar que o modelo (2.24) e´
estaciona´rio de segunda ordem se, e somente se, os valores pro´prios em mo´dulo de
maxpp,qqÿ
i“1
Apiq `Bpiq (2.30)
sa˜o menores que 1.
Francq et al (2010) sa˜o de opinia˜o que o resultado apresentado acima na˜o e´ de todo correto
uma vez que
vechpttq “
˜
rÿ
i“1
pAi `BiqBi
¸´1 ˜
ω ` vt ´
pÿ
j“1
Bjvt´j
¸
(2.31)
apenas constitui uma soluc¸a˜o se vt “ vechpttq ´ vechpHtq poder ser expressa como uma
func¸a˜o de {ηt´u, u ą 0}.
Apesar deste resultado referido por Francq et al (2010), na pra´tica verificou-se que quando
as matrizes Apiq e Bpiq obedeciam (2.30) os modelos obtidos a partir da simulac¸a˜o dessas
matrizes eram estaciona´rios.
O tratamento das condic¸o˜es de estacionariedade para o modelo BEKK e DVECH podem
ser consultadas em Francq et al (2010).
2.2.5 Estimac¸a˜o dos paraˆmetros
A expressa˜o abaixo e´ a extensa˜o multivariada da alternativa GARCH-NLP proposta por
Altay (2003):
max´ 1
2
Tÿ
t“1
plog detHt ` Tt H´1t tq
vechpHtq “ ω `
qÿ
i“1
Apiqvechpεt´iε1t´iq `
pÿ
j“1
BpjqvechpHt´jq @t “ 1, . . . , T
mÿ
i
φiYl,t´i ` lt “ Ylt l “ 1, . . . , l @t “ 1, . . . , T
Ht ľ 0 @t “ 1, . . . , T
onde o s´ımbolo ľ significa ”sime´trica, definida positiva”.
Cap´ıtulo 3
Aplicac¸a˜o dos modelos GARCH
A aplicac¸a˜o pra´tica desta tese esta´ voltada para o estudo emp´ırico dos ı´ndices S&P500 e
FTSE, representados na figura 3.1.
Foram calculados os retornos usando a seguinte expressa˜o:
YI,t “ 100 log
ˆ
Xt
Xt´1
˙
(3.1)
onde I e´ uma varia´vel catego´rica nominal S&P500 e FTSE, Xt representa o valor do ı´ndice
I no dia t.
3.1 Propriedades estat´ısticas dos retornos de ı´ndices
A partir das figuras 3.1 cq e dq pode-se verificar algumas carater´ısticas das se´ries financeiras
referidas na sec¸a˜o 1.3, como a aglomerac¸a˜o da volatilidade (per´ıodos com variac¸o˜es fracas
sa˜o seguidos por per´ıodos com variac¸o˜es fortes e vice-versa).
Retornos YS&P500,t YFTSE,t
Mı´nimo -3.7272 -4.1399
Mediana 0.0326 0
Me´dia 0.039223 0.033971
Ma´ximo 3.6642 5.4396
Variaˆncia 0.51773 0.6552
Desvio padra˜o 0.71954 0.80945
Curtose 5.5088 5.857
Assimetria -0.13307 0.28336
Tabela 3.1: Medidas de tendeˆncia central, de dispersa˜o, de assimetria e de achatamento dos
retornos.
A tabela 3.1 sumaria algumas caracter´ısticas dos retornos YS&P500,t e YFTSE,t.
Os ı´ndices S&P500 geram em me´dia retornos ligeiramente maiores em relac¸a˜o aos FTSE
(tabela 3.1), apresentando tambe´m menor variabilidade.
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Figura 3.1: Cotac¸a˜o dia´ria dos valores e retornos dos ı´ndices S&P500 e FTSE (per´ıodo de
2/03/2012 a 17/04/2014); 1492 observac¸o˜es.
Os coeficientes de simetria e curtose mostram que a distribuic¸a˜o dos retornos do S&P500
apresenta alguma simetria negativa, mostrando que os ı´ndices S&P500 estiveram mais tempo
abaixo da me´dia no per´ıodo em questa˜o, ao passo que os retornos de FTSE apresentam um
comportamento oposto. Ambos os retornos possuem distribuic¸o˜es leptocu´rticas indicando
maior probabilidade de se obter valores pro´ximos da me´dia e valores extremos dos retornos
em relac¸a˜o a` normal.
O correlograma e o gra´fico das autocorrelac¸o˜es parciais dos retornos do S&P500 e do FTSE
na figura 3.2 na˜o fornecem forte indicac¸a˜o de que precisamos duma estrutura correlacional
para se modelar a me´dia condicional.
Apesar de quase na˜o existir correlac¸a˜o nos retornos e´ pra´tica comum testar tambe´m o
quadrado dos res´ıduos, principalmente quando as varia´veis em questa˜o sa˜o macroecono´micas.
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Figura 3.2: Correlac¸o˜es dos retornos dos ı´ndices S&P500 e FTSE.
Segundo Nicolau (1999), na˜o se pode analisar com rigor a autocorrelac¸a˜o do quadrado dos
retornos, a menos que os mesmos sigam um processo de ru´ıdo branco, pois se pode provar
que se Xt e´ um processo autoregressivo de ordem I, enta˜o X
2
t e´ autocorrelacionado.
Neste caso e´ necessa´rio ”branquear”os retornos por meio de um modelo adequado e e´ sobre
o quadrado dos res´ıduos desse modelo que se faz a ana´lise da autocorrelac¸a˜o.
No nosso caso, e como e´ pra´tica na econome´tria financeira, os res´ıduos foram obtidos
subtraindo aos retornos as suas respetivas me´dias. Pode-se verificar na figura 3.3 que os
quadrados dos res´ıduos exibem um elevado n´ıvel de correlac¸a˜o e persisteˆncia, sino´nimo de
que existe correlac¸a˜o na variaˆncia do processo, forte ind´ıcio de que um modelo GARCH
pode ser ajustado aos dados. A seguir sa˜o apresentados os resultados de alguns testes mais
formais.
Os histogramas dos retornos (figura 3.4) mostram que as distribuic¸o˜es sa˜o leptocu´rticas
(como indicado pelo coeficiente de curtose) como seria de esperar na maior parte das vezes,
uma vez que os dados sa˜o de natureza financeira, mostrando caudas ligeiramente mais
pesadas do que a normal.
Um teste mais formal sobre a hipo´tese nula de que a distribuic¸a˜o dos retornos de S&P500
e FTSE prove´m de distribuic¸o˜es normais foi realizado por meio do teste de Shapiro-Wilk
sendo obtido os p-valores 2.2ˆ10´6 e 2.25ˆ10´14 respectivamente, confirmando a evideˆncia
de que os retornos na˜o proveˆm de uma distribuic¸a˜o normal.
Estes resultados na˜o nos impedem de usarmos a func¸a˜o de ma´xima-verosimilhanc¸a com a
suposic¸a˜o de que os res´ıduos seguem uma distribuic¸a˜o normal resultando na denominada
func¸a˜o de quase ma´xima-verosimilhanc¸a (QML).
Para se testar os efeitos ARCH, tambe´m denominados por heterocedasticidade condicional,
conduziu-se o teste ARCH de Engle para heterocedasticidade condicional na se´rie residual,
utilizando duas desfasagens na hipo´tese alternativa.
Os resultados na tabela 3.2 levam a` rejeic¸a˜o das hipo´teses nulas sobre a na˜o existeˆncia de
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Figura 3.3: Correlac¸o˜es dos quadrados dos retornos dos ı´ndices S&P500 e FTSE.
Figura 3.4: Histogramas dos retornos dia´rios dos ı´ndices S&P500 e FTSE e a densidade da
normal com a me´dia e variaˆncia dos respectivos retornos.
efeitos ARCH a favor da alternativa sobre a existeˆncia dum modelo ARCH(2).
A existeˆncia dos efeitos ARCH indicam que os retornos na˜o sa˜o serialmente independentes.
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p-valor F Valor cr´ıtico
S&P500 5.4142e-11 47.2788 5.9915
FTSE 4.4251e-08 33.8668 5.9915
Tabela 3.2: Teste dos efeitos ARCH sobre os retornos.
3.2 Modelac¸a˜o da volatilidade dos retornos de ı´ndices
atrave´s dos modelos GARCH: caso univariado
Uma vez que os retornos apresentam efeitos ARCH ajustou-se primeiramente um modelo
GARCH(1,1) e GARCH(2,1) aos retornos dos ı´ndices FTSE, GARCH(1,1) e GARCH(1,2)
aos retornos dos ı´ndices FTSE para se analisar de forma individual a dinaˆmica de cada
retorno. A tabela 3.3 contem os paraˆmetros estimados para S&P500 e FTSE.
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Figura 3.5: Volatilidade anualizada dos retornos dos ı´ndices S&P500 e FTSE.
Na figura 3.5 esta´ representada a volatilidade anualizada dada por
?
252ˆ retornos dia´rios2
e na figura 3.6 a volatilidade anualizada condicional dada pora
252ˆ volatilidade condicional obtidas pelas estimac¸o˜es
dos retornos S&P500 e FTSE.
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FTSE
GARCH(1,1)
ω α β LL
Coef. 0.022512 0.063935 0.902044 -1753.6
(0.012594) (0.020837) (0.034137)
GARCH(2,1)
ω α1 α2 β LL
Coef. 0.024555 0.049906 0.019096 0.893961 -1753.4
(0.010511) (0.026413) (0.030116) (0.029655)
S&P500
GARCH(1,1)
ω α β LL
Coef. 0.003571 0.031228 0.961793 -1533.1
(0.001513) (0.004693) (0.003178)
GARCH(1,2)
ω α1 β1 β2 LL
Coef. 0.003901 0.034134 0.863795 0.094447 -1533.2
(0.001645) (0.004933) (0.001643) (0.001259)
Tabela 3.3: Paraˆmetros estimados, estat´ıstica t-student, erros padra˜o, func¸a˜o de log-
ma´xima-verosimilhanc¸a do modelo GARCH univariado dos retornos dos ı´ndices S&P500
e FTSE
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Figura 3.6: Volatilidade condicional anualizada vs retornos anualizados das u´ltimas 500
observac¸o˜es.
Na figura 3.6 podemos verificar que os retornos do FTSE sa˜o mais vola´teis em relac¸a˜o aos
retornos do S&P500.
Apesar do modelo GARCH(1,1) sime´trico ser o mais fa´cil de se aplicar, e na realidade o
mais usado na pra´tica, ele na˜o consegue captar o efeito de leverage como visto na figura 3.6,
uma vez que ela na˜o leva em conta os valores negativos dos retornos.
Esses resultados comparados com outros pacotes encontrados nos software R e Matlab
mostraram muita similitude uma vez que todos eles usam a mesma metodologia.
A raza˜o da ligeira diferenc¸a e´ devido a certos paraˆmetros iniciais, a implementac¸a˜o e a
diferentes rotinas de optimizac¸a˜o usadas na estimac¸a˜o dos paraˆmetros.
O caso univariado foi usado apenas como ensaio e para obter uma melhor percepc¸a˜o da
dinaˆmica de cada carteira com finalidade de estudar a interac¸a˜o da mesma de forma conjunta.
Os coeficientes βS&P500 “ 0.961793 e βFTSE “ 0.902044 indicam que a variaˆncia condicional
leva muito tempo a extinguir-se, ou seja, a volatilidade e´ persistente, ao passo que os
coeficientes αS&P500 “ 0.031228 e αFTSE “ 0.063935 indicam que a volatilidade possui
uma reac¸a˜o pouco intensiva aos movimentos dos mercados.
3.3 Modelac¸a˜o da volatilidade dos retornos de ı´ndices
atrave´s dos modelos GARCH: caso multivariado
Para o caso multivariado usou-se o mesmo conjunto de dados onde a janela temporal foi
escolhida usando os teste de Engle sobre a existeˆncia de efeitos ARCH.
Foi aplicado o modelo VECH apenas com a restric¸a˜o de que as matrizes Apiq e Bpjq sejam
sime´tricas usando a formulac¸a˜o GARCH NLP, ou mais simplesmente NLP, proposta por
Altay et al (2003).
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Os ca´lculos foram realizados com o pacote fmincon da toolbox de optimizac¸a˜o do Matlab
versa˜o 8.1 sendo os modelos DVEC e BEEK usados como modelos competidores sendo
estimados com o pacote FINMETRICS 2.0 do S-Plus versa˜o 8.
De salientar que quanto maior for o nu´mero de paraˆmetros, mais achatada e´ a superf´ıcie da
func¸a˜o de ma´xima verosimilhanc¸a (Carol, 2008) o que conduz a` existeˆncia de va´rios pontos
mı´nimos/ma´ximos locais.
Para minimizar este problema foi tambe´m usado o pacote de optimizac¸a˜o global do Matlab
para efetuar uma busca a partir de va´rios pontos. Um dos problemas recorrentes na
estimac¸a˜o do modelo multivariado e´ encontrar ”bons” paraˆmetros iniciais que assegurem
que o procedimento tende assintoticamente para os paraˆmetros o´ptimos. Uma soluc¸a˜o ”ad
hoc”e´
A “ p?0.15´ cqI ` cˆ J
B “ p?0.8´ cqI ` cˆ J,
onde I e´ uma matriz identidade da ordem de A, J e´ uma matriz quadrada da ordem de A
com elementos todos iguais a 1 e c um nu´mero real muito pequeno, por exemplo 0.05.
Os valores 0.15 e 0.8 foram escolhidos uma vez que no caso GARCH(1,1) univariado os mes-
mos serem os principais candidatos para se inicializar os paraˆmetros α e ω respetivamente.
Nota-se que esses valores devem garantir que o processo seja estaciona´rio, isto e´, a sua soma
deve ser menor que 1, de salientar que outros valores poderiam ser usados desde que os
mesmos gerem um processo estaciona´rio GARCH(1,1) univariado.
A matriz C e´ inicializada com a decomposic¸a˜o Cholesky de 20(“ 1
1´0.15´0.8) vezes a co-
variaˆncia na˜o condicional dos dados.
O problema da inicializac¸a˜o da matriz de variaˆncia condicional Ht foi resolvido inicializando-
a com a variaˆncia na˜o condicional dos dados.
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Paraˆmetros DVEC BEKK NLP
C(1,1) 0.006101 0.057854* 0.0098**
(0.016081) (0.008720) (0.0046)
C(2,1) 0.013974 0.046324 0.0126
(0.020129) (0.060460) (0.0076)
C(2,2) 0.02306* 0.174900* 0.0234*
(0.007302) (0.026505) (0.0130)
A(1,1) 0.034965* 0.153829* 0.0288**
(0.006137) (0.015968) (0.0091)
A(2,1) 0.019760 -0.053035* 0.0109
(0.011796) (0.024387) (0.0063)
A(1,2) 0.018800
(0.020850)
A(1,3) 0.0116**
(0.0071)
A(2,2) 0.051744* 0.254250* 0.0066
(0.009256) (0.028261) (0.0143)
A(2,3) 0.0226*
(0.0102)
A(3,3) 0.0590**
(0.0223)
B(1,1) 0.952451* 0.984434* 0.9589**
(0.00753) (0.003495) (0.0124)
B(2,1) 0.890176* 0.012521 -0.0049**
(0.081961) (0.007105) (0.0102)
B(1,2) -0.002573
(0.008268)
B(1,3) -0.0189*
(0.0092)
B(2,2) 0.911816* 0.940532* 0.8958
(0.018914) (0.013902) (0.0564)
B(2,3) -0.0187**
(0.0193)
B(3,3) 0.9074
(0.0324)
Verossimilhanc¸a -3205.814 -3215.106 -3195.8
AIC 6433.629 6456.211 6421.6
BIC 6492.015 6525.214 6501.3
Tabela 3.4: Resultado do caso bivariado sobre retornos de ı´ndices S&P500 e FTSE (valores
entre pareˆnteses representam os erros padra˜o), (*) coeficientes significativos com erros
padra˜o robustos e (**) coeficientes significativos com erros padra˜o robustos e obtidos por
aproximac¸a˜o nume´rica.
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Tendo em conta os paraˆmetros significativos na u´ltima coluna da tabela 3.4 , os elementos
da matriz de covariaˆncia sa˜o representados pelas seguintes equac¸o˜es recursivas:
hS&P500,t “ 0.0098` 0.02882S&P500,t´1 ` 0.01162FTSE,t´1 ` 0.9589hS&P500,t´1 ´ 0.01189hFTSE,t´1
hS&P500ˆFTSE,t “ 0.02262FTSE,t´1 ` 0.8958hS&P500ˆFTSE,t´1
hFTSE,t “ 0.0226S&P500,t´1FTSE,t´1 ` 0.05902FTSE,t´1 ´ 0.0189hS&P500,t´1 ` 0.9109hFTSE,t´1
(3.2)
Verifica-se claramente que a volatilidade cruzada entre os retornos e´ apenas modelada pelos
quadrados dos retornos FTSE e por si mesma, o que como veremos a seguir na˜o permite
que o modelo capte a volatilidade cruzada dos retornos em questa˜o.
A tabela 3.4 mostra os resultados da estimac¸a˜o dos modelos DVECH, BEKK e NLP com
os seus respectivos coeficientes estimados e os valores dos crite´rio de informac¸a˜o.
Os crite´rios de informac¸a˜o e a func¸a˜o de quase ma´xima-verosimilhanc¸a mostram que o
modelo NLP possui melhor desempenho em relac¸a˜o aos modelos competidores.
Figura 3.7: Volatilidade de S&P500
Nas figuras 3.7 e 3.8 apresentam-se os gra´ficos da volatilidade anualizada de S&P500 e FTSE
obtidos pelos treˆs me´todos multivariados. As expresso˜es usadas sa˜o semelhantes a`s usadas
no caso univariado.
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Figura 3.8: Volatilidade de FTSE
Quanto mais pro´ximo o modelo estiver das linhas descont´ınuas melhor e´ o ajustamento aos
dados e melhor consegue explicar e captar a dinaˆmica do processo.
A visualizac¸a˜o desses gra´ficos permite-nos verificar que os modelos DVECH e BEKK per-
manecem quase constantes na˜o captando assim a volatilidade dos retornos, ao passo que o
modelo NLP (restringida) parece adequar-se melhor ao padra˜o da dinaˆmica dos retornos no
per´ıodo de tempo observado. O gra´fico da covariaˆncia condicional entre os ı´ndices S&P500
e FTSE foi obtido multiplicando os retornos de S&P500 pelos retornos de FTSE.
O resultado e´ apresentado na figura 3.9, nela podemos verificar a dificuldade dos modelos
em captar a covariaˆncia ou dependeˆncia correlacional entre os ı´ndices.
Contudo o modelo NLP tambe´m possui um desempenho ligeiramente melhor em relac¸a˜o aos
outros modelos competidores por causa das demasiadas condic¸o˜es que neles sa˜o impostas.
3.3.1 Avaliac¸a˜o do modelo
Carol (2008) afirma que um modelo GARCH captura a volatilidade efetivamente quando os
retornos padronizados pela sua variaˆncia condicional possuem uma distribuic¸a˜o normal.
E, para a mesma autora, o modelo e´ bem especificado se o quadrado dos res´ıduos padronizado
pela variaˆncia condicional na˜o possuir correlac¸o˜es.
Essas ideias foram postas em pra´tica abaixo para se testar a qualidade do ajustamento do
modelo NLP. A avaliac¸a˜o dos modelos competidores BEKK e DVECH podem ser vistas no
apeˆndice B.
Os correlogramas dos res´ıduos padra˜o (figura 3.10) obtidos pelo modelo NLP mostra que
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Figura 3.9: Covariaˆncia condicional de S&P500 e FTSE
Figura 3.10: Correlograma dos res´ıduos padronizados
este modelo se ajusta a` estrutura correlacional da se´rie no modelo condicional, uma vez que
o correlograma indica na˜o haver correlac¸a˜o nas se´ries apo´s o ajustamento do modelo aos
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dados.
SP&500
lags h p-valor estat´ıstica valor cr´ıtico
10 0 0.9040 4.8015 18.3070
15 0 0.7849 10.5343 24.9958
20 0 0.9021 12.3876 31.4104
FTSE
lags h p-valor estat´ıstica valor cr´ıtico
10 0 0.9377 4.2032 18.3070
15 0 0.8626 9.2761 24.9958
20 0 0.8404 13.8021 31.4104
Tabela 3.5: Resultado do teste sobre a na˜o correlac¸a˜o dos res´ıduos padronizados de S&P500
e FTSE.
Para formalizar as concluso˜es conduziu-se o teste de Ljung-Box cuja hipo´tese nula e´ que a
se´rie e´ na˜o correlacionada, sobre o quadrado dos res´ıduos padronizados.
A tabela 3.5 mostra os resultados deste teste aplicado ao quadrado dos res´ıduos padroni-
zados, nela podemos verificar o nu´mero de desfasagem, o p-valor, a estat´ıstica do teste e
o valor cr´ıtico. O h representa uma varia´vel indicadora bina´ria onde o valor 0 indica na˜o
rejeic¸a˜o da hipo´tese nula e 1 o caso contra´rio.
Com base nos resultados apresentados nessas tabelas podemos concluir formalmente (quan-
titativamente) que os quadrados dos res´ıduos padronizados sa˜o na˜o correlacionados, por
conseguinte o modelo NLP captura a aglomerac¸a˜o da volatilidade nos retornos dos ı´ndices
S&P500 e FTSE.
p-valor F Valor cr´ıtico
S&P500 0.8182 0.0529 3.8415
FTSE 0.5480 1.2030 5.9915
Tabela 3.6: Teste dos efeitos ARCH sobre os retornos de padronizados.
Os p-valor na tabela 3.6 mostra que na˜o ha´ evideˆncias estat´ısticas para se rejeitar a hipo´tese
nula de que na˜o haja efeitos ARCH sobre os retornos padronizados sob a hipo´tese alternativa
de um modelo ARCH(2).
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Figura 3.11: QQ plot dos res´ıduos padronizados
O QQ-plot representado na figura 3.11 mostra que os res´ıduos padronizados se afastam da
normalidade, principalmente nas caudas, algo que e´ confirmado pelos elevados valores da
estat´ıstica de Jarque–Bera na tabela 3.7 rejeitando-se a hipo´tese nula de que os res´ıduos
proveˆm de uma distribuic¸a˜o normal.
p-valor F Valor cr´ıtico
S&P500 0.0010 253.4749 5.9513
FTSE 0.0010 137.6875 5.9513
Tabela 3.7: Teste sobre a normalidade dos retornos padronizados.
Estes resultados mostram claramente que, tal como no caso univariado, muitas vezes e´
necessa´rio uma distribuic¸a˜o com caudas mais pesadas como e´ o caso da distribuic¸a˜o t
sime´trica.
Carol (2008) afirma que quando dois modelos GARCH se ajustam satisfatoriamente aos
dados, escolhe-se o que gerar maior valor para func¸a˜o de ma´xima-verosimilhanc¸a. Tendo
em conta isso, podemos concluir que o NLP e´ o modelo que melhor modela a volatilidade
dos retornos dos ı´ndice S&P500 e FTSE.
Cap´ıtulo 4
Concluso˜es
A computac¸a˜o do modelo NLP no Matlab usando as ferramentas de acelerac¸a˜o dos scripts
(que envolveu a conversa˜o do co´digo para linguagem C++) teve um tempo de execuc¸a˜o em
me´dia na˜o superior a 3 minutos, ao passo que usando os algoritmos de optimizac¸a˜o global ,
com o mesmo resultado, o tempo de execuc¸a˜o foi praticamente 5 vezes superior em relac¸a˜o
aos algoritmos de optimizac¸a˜o local uma vez que a busca do ponto o´timo e´ feita a partir de
va´rios pontos iniciais selecionando-se o candidato que gerar o menor dos pontos mı´nimo.
No S-Plus a estimac¸a˜o dos modelos DVECH e BEKK levou apenas 1/3 do tempo observado
nos scripts do Matlab.
O comportamento do ı´ndice FTSE afeta significativamente o comportamento do ı´ndice
S&P500 quer em termos de retornos quer em termos de volatilidade. Ganhos de FTSE
afetam favoravelmente o S&P500. Aumento ou diminuic¸a˜o da volatilidade de FTSE afeta
no sentido contra´rio o S&P500.
A “persisteˆncia” da volatilidade e´ mais alta no ı´ndice S&P500 do que no FTSE. Quanto
maior for a persisteˆncia na volatilidade mais lentamente o efeito de choques externos na
volatilidade sa˜o dissipados no tempo. Apesar disso, nota-se que a volatilidade de FTSE
atinge em va´rios momentos valores mais altos do que os do S&P500.
O modelo falha em captar a correlac¸a˜o cruzada dos retornos, a inclusa˜o do quadrado dos
retornos de FTSE na˜o melhorou o modelo. O mesmo aconteceu com os modelos competi-
dores BEKK e DVECH por causa da pouca significaˆncia dos paraˆmetros que modelam a
volatilidade cruzada dos retornos dos ı´ndices S&P500 e FTSE.
Os resultados mostram que o modelo NLP restringido e´ uma alternativa aos modelos
tradicionais DVECH e BEKK a ter em conta na soluc¸a˜o dos problemas de estimac¸a˜o do
modelo GARCH, tendo representado melhor a volatilidade dos ı´ndice S&P500 e FTSE para
o intervalo de tempo usado que os modelos BEKK e DVECH.
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Apeˆndice A
Resultados de simulac¸a˜o
Tabela A.1: Estat´ıstica descritiva de 10.000 simulac¸o˜es com observac¸o˜es de 10000 erros
N(0,1)
x x0 Me´dia Var EMQ
C(1) 0.5 0.6 0.586269669 0.1450926 0.086269669
C(2) 0.05 0.15 -0.01664814 0.229505832 0.06664814
C(3) 0.4 0.42 0.608473767 0.137607662 0.208473767
A(1,1) 0.05 0.07 -0.001367335 0.000792118 0.051367335
A(2,2) 0.05 0.07 0.000679344 0.000896988 0.049320656
A(3,3) 0.05 0.07 -0.001918751 0.000838657 0.051918751
A(1,2) 0.05 0.07 -0.001305402 0.000355753 0.051305402
A(1,3) 0.05 0.07 0.000205369 0.000375701 0.049794631
A(2,3) 0.05 0.07 0.000255459 0.000317746 0.049744541
B(1,1) 0.05 0.07 0.2093885 0.149961397 0.1593885
B(2,2) 0.05 0.07 -0.008915137 0.211311777 0.058915137
B(3,3) 0.05 0.07 0.1889125 0.160210045 0.1389125
B(1,2) 0.05 0.07 0.02059659 0.112056675 0.02940341
B(1,3) 0.05 0.07 0.204113626 0.081770269 0.154113626
B(2,3) 0.05 0.07 2.96695E-05 0.097805911 0.04997033
Os valores at´ıpos vistos na tabela A.1 e figura A.1 sa˜o frutos de va´rios pontos mı´nimos/ma´ximo
local resultantes da QML, por este conter va´rios paraˆmetros a serem estimados. Veˆ-se que
o modelo consegue obter valores estimados pro´ximos dos reais quando os valores iniciais sa˜o
bem espec´ıficados. Fica a ideia de que e´ necessa´rio uma so´luc¸a˜o melhor para se inicializar
os paraˆmetros.
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Figura A.1: Boxplot de 10.000 simulac¸o˜es com observac¸o˜es de 10000 erros N(0,1).
Apeˆndice B
Resultados dos modelos DVECH e
BEKK.
estat´ıstica p-valor
S&P500 292.3 0
FTSE 178.5 0
Tabela B.1: Teste de Jarque-Bera sobre a normalidade dos retornos padronizados.
O p-valor e a estat´ıstica de Jarque-Bera (tabela B.1) mostram claramente a rejeic¸a˜o da
hipo´tese nula de que os res´ıduos padronizados proveˆm de uma distribuic¸a˜o normal resultado
que e´ corroborado pelo gra´fico dos quantis apresentado na figura (B.1).
F-stat´ıstica p-valor chi2 df
S&P500 6.516 0.8879 12
FTSE 4.875 0.9620 12
Tabela B.2: Teste de Ljung-Box sobre a existeˆncia de autocorrelac¸a˜o nos retornos
padronizados do modelo DVECH.
Os resultados da tabela B.2 e a figura B.2 mostram-nos que na˜o ha´ evideˆncias para se
rejeitar a hipo´tese nula de que na˜o ha´ correlac¸a˜o nos res´ıduos padronizados apo´s ajustarmos
o modelo garantia que o modelo e´ adequado para modelar a estrutura correlacional dos
ı´ndices em questa˜o.
Na tabela B.3 vemos que o p-valor do teste e´ muito superior a 0.05 evideˆncia de que na˜o
podemos rejeitar a hipo´tese nula de que os res´ıduos padronizados na˜o conte´m nenhum efeito
ARCH.
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Figura B.1: QQ plot dos res´ıduos padronizados do modelo DVECH.
estat´ıstica p-valor
S&P500 6.6086 0.8909
FTSE 4.7985 0.9644
Tabela B.3: Teste de multiplicador de Lagrange (LM) sobre existeˆncia de efeitos ARCH nos
retornos padronizados.
As mesmas concluso˜es podem ser tiradas para o modelo BEKK como mostram as tabelas
B.4, B.5, B.6 e as figuras B.3, B.4.
estat´ıstica p-valor
S&P500 266.1 0
FTSE 218.7 0
Tabela B.4: Teste de Jarque-Bera sobre a normalidade dos retornos padronizados do modelo
BEKK.
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Figura B.2: Correlograma dos res´ıduos padronizados do modelo DVECH
F-estat´ıstica p-valor chi2 df
S&P500 6.612 0.8822 12
FTSE 5.826 0.9246 12
Tabela B.5: Teste de Ljung-Box sobre a existeˆncia de autocorrelac¸a˜o nos retornos
padronizados do modelo BEKK.
estat´ıstica p-valor
S&P500 6.6086 0.8824
FTSE 5.8198 0.9249
Tabela B.6: Teste de multiplicador de Lagrange sobre existeˆncia de efeitos ARCH nos
retornos padronizados do modelo BEKK.
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Figura B.3: QQ plot dos res´ıduos padronizados do modelo BEKK
Figura B.4: Correlograma dos res´ıduos padronizados do modelo BEKK
Apeˆndice C
Co´digos Matlab
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1 function [parametros, ll, Ht, VCV, scores,HESSIAN] = mgvech(parametros iniciais,...
2 dados, p, q,tipo,F)
3 %MGVECH estima o modelo VECH-GARCH
4 %
5 % Inputs:
6 % parametros iniciais: uma matriz coluna representando os parametros
7 % iniciais do modelo dados por $$c 1, c 2, c 3, a {1,1}, a {2,2},
8 % a {3,3}..., a {n,n}, , a {1,2},, a {1,3}..., a {m,n},b {1,1},
9 % b {2,2}, b {3,3}..., b {n,n}, , b {1,2},, b {1,3}..., b {m,n}$$
10 %
11 % dados: matriz k x T T $$ de v.a iid com zero e variancia *I*. o
12 % *k* representa o numero de retornos de ativos e T numero de
13 % observacoes
14 %
15 % p: ordem das inovacoes ou o numero de defasagem dos coeficientes ARCH.
16 %
17 % q: ordem das variancias condicionais ou o numero de defasagem dos
18 % coeficientes GARCH.
19 %
20 % sinal: usada tornar negativa a funcao de maximo-verosimilhanca default
21 % -1
22 %
23 % F: (function handle) usada no caso de acelerarmos as simulacoes usando
24 % um ficheiro mex.
25 %
26 % Outputs:
27 %
28 %
29 % parametros = MGVECH(parametros, dados, p, q, sinal) estima os
30 % parametros (*A e B*) do modelo.
31 %
32 % [parametros, ll] = MGVECH(parametros, dados, p, q, sinal,F)
33 % retorna o valor da maximo verosimilhanca avaliada nos *parametros*
34 %
35 % [parametros, ll, Ht, VCV] = MGVECH(parametros, dados, p, q, sinal,F)
36 % retornas a matriz das variancias condicionais (volatilidade).
37 %
38 % [parametros, ll, Ht, VCV] = MGVECH(parametros, dados, p, q, sinal,F)
39 % retornas a matriz das covariancias condicionais.
40 %
41 % [parametros, ll, Ht, VCV, scores] = MGVECH(parametros, dados, p, q,
42 % sinal,F) retornas a matriz dos scores.
43
44
45 [dadosSim, backcast,T,k] = data transform(dados);
46
47 %limites dos parametros
48 %dims = k*(k+1)/2;
49 UB = .99998 * ones(size(parametros iniciais));
50 LB = -.99998 * ones(size(parametros iniciais));
51
52 %LB(1:dims) = eps;
53 %LB(dims+1) = eps;
54 %LB(dims*dims+1) = eps;
55
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56 cons = @constraint;
57 if nargin < 6
58 F = @likelihoods;
59 end
60
61 parametros = [];
62 HESSIAN = [];
63
64 if strcmpi(tipo,'normal')
65 options = optimoptions('fmincon','Algorithm','interior-point',...
66 'MaxFunEvals',6000);
67 options = optimoptions(options,'display','iter');
68 [parametros,FVAL,EXITFLAG,OUTPUT,LAMBDA,GRAD,HESSIAN] = fmincon(F,parametros iniciais,[],[],[],[],LB,UB,cons,...
69 options,dados,dadosSim,backcast,p,q,T,k);
70 HESSIAN = HESSIANˆ(-1);
71 warning('on')
72
73 elseif strcmpi(tipo,'global')
74 F = @(parameters)F(parameters,dados,dadosSim,backcast,p,q,T,k);
75 cons = @(parameters)constraint(parameters,dados,dadosSim,backcast,...
76 p,q,T,k);
77 LB = eps * ones(size(parametros iniciais));
78 % Set options for FMINCON
79 options = optimset('Algorithm','interior-point','Disp','iter',...
80 'MaxFunEvals',6000);
81 % Create problem for GlobalSearch
82 problem = createOptimProblem('fmincon','objective',F,'x0',...
83 parametros iniciais,'lb',LB,'ub',UB,'nonlcon',cons,...
84 'options',options);
85
86 % Make a GlobalSearch object
87 gs = GlobalSearch;
88
89 % Run the optimization
90 [parametros,fval,eflag,output,solutions] = run(gs, problem);
91 warning('on')
92 end
93
94 %passar o oposto de sinal uma vez que precisamos o valor que maximiza
95 %a funcao.
96 F = @likelihoods;
97 [ll,~,Ht] = F(parametros, dados, dadosSim, backcast, p, q, T, k);
98 ll = -ll;
99
100 %Realizar a inferencia do modelo
101
102 if nargout>=4
103 [VCV,~,~,scores] = robustvcv(F,parametros,0,dados, dadosSim, ...
104 backcast,p,q,T,k);
105 end
106
107 end
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1 function [lik, liks, H] = likelihoods(parameters, data, datasym, backcast,p,q,T,k)
2 %LIKELIHOODS calcula a funcao de maximo-verosimilhanca do modelo garch
3 % multivariado.
4 %
5 % Inputs:
6 % parametros: uma matriz coluna representando os parametros
7 % iniciais do modelo dados por $$c 1, c 2, c 3, a {1,1}, a {2,2},
8 % a {3,3}..., a {n,n}, , a {1,2},, a {1,3}..., a {m,n},b {1,1},
9 % b {2,2}, b {3,3}..., b {n,n}, , b {1,2},, b {1,3}..., b {m,n}$$
10 %
11 % dados: matriz k x T T $$ de v.a iid com zero e variancia *I*. o
12 % *k* representa o numero de retornos de ativos e T numero de
13 % observacoes.
14 %
15 % datasym: matriz k x k x T de v.a iid com zero e variancia
16 % *I*. o *k* representa o numero de retornos de ativos e T numero
17 % de observacoes.
18 %
19 % backcast: matriz k x T T $$ usada para inicializar a variancia
20 % condicional no caso do numero de observacao ser menor que p ou q, o
21 % valor pre-definido e covariancia nao condicional dos dados.
22 %
23 % p: ordem das inovacoes ou o numero de defasagem dos coeficientes ARCH.
24 %
25 % q: ordem das variancias condicionais ou o numero de defasagem dos
26 % coeficientes GARCH.
27 %
28 % sinal: usada tornar negativa a funcao de maximo-verosimilhanca default
29 % -1
30 %
31 % Outputs:
32 %
33 % lik = likelihoods(parametros, dados, dadosSim, backcast,p,q,T,k,sinal)
34 % retorna o valor da funcao de maximo-verosimilhanca avaliados no para-
35 % mentros.
36 %
37 % [lik, liks] = likelihoods(parametros, dados, dadosSim,backcast,p,q,T,
38 % k,sinal) retorna o vetor das maximo-verosimilhanca obtida em cada
39 % observacao (ou itera??o).
40 %
41 % [lik, liks, H] = likelihoods(parametros, dados, dadosSim, backcast,p,q,
42 % T,k,sinal) retorna a matriz das variancias condicionadas(volatilidade).
43 %
44 % Referencias
45 % Christian Francq, Jean-Michel Zakoian (2010), GARCH Models: Structure,
46 % Statistical Inference and Financial Applications,Wiley.
47 %
48 % Torben G. Andersen, Richard A. Davis Jens-Peter Kreig,Thomas Mikosch
49 % (2009), Handbook of Financial Time Series.
50 %
51 % Brooks, Chris (2008) Introductory Econometrics for Finance 2nd EDITION.
52
53
54 if size(data,1) > size(data,2)
55 data = data';
APEˆNDICE C. CO´DIGOS MATLAB 54
56 end
57
58 [C,A,B] = par transform(parameters,k);
59
60 H = zeros(k,k,T);
61 C = unvech(C);
62 liks = zeros(T,1);
63
64
65 c = .5*k*log(2*pi);
66
67 for t = 1:T
68 H(:,:,t) = C;
69 for i = 1:p
70 if t <= i
71 H(:,:,t) = H(:,:,t) + unvech(A(:,:,i)*vech(backcast));
72 else
73 H(:,:,t) = H(:,:,t) + unvech(A(:,:,i)*vech(datasym(:,:,t-i)));
74 end
75 end
76
77 for i = 1:q
78 if t <= i
79 H(:,:,t) = H(:,:,t) + unvech(B(:,:,i)*vech(backcast));
80 else
81 H(:,:,t) = H(:,:,t) + unvech(B(:,:,i)*vech(H(:,:,t-i)));
82 end
83 end
84 %the line bellow is just used to make a mex function
85 aux = c +.5 * log(complex((det(H(:,:,t))))) + 0.5*data(:,t)'*(H(:,:,t)ˆ(-1))*data(:,t);
86 if imag(aux) == 0
87 liks(t) = real(aux);
88 else
89 liks(t) = nan;
90 end
91 % liks(t) = c - .5 * log(det(H(:,:,t))) - 0.5*data(:,t)'*(H(:,:,t)ˆ(-1))*data(:,t));
92 end
93
94 lik = sum(liks);
95 if isnan(lik) | | isinf(lik) | | ~isreal(lik)
96 lik = 1e7;
97 end
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1 function [c,ceq] = constraint(parameters, data, datasym, backcast,p,q,T,k)
2
3
4 [~, A, B] = par transform(parameters,k);
5
6 c = abs(eig(A+B)) - 1 + eps;
7 ceq = [];
APEˆNDICE C. CO´DIGOS MATLAB 56
1 function [C, A, B, par] = generate par(data,a,b,c,p,q,k)
2
3
4 if nargin < 2
5 c = 0.05;
6 p=1; q=1;
7 a = .15;
8 b = .8;
9 k = 2;
10 end
11
12 d = k*(k+1)/2;
13
14 I = eye(d);
15 J = ones(d);
16
17 A = zeros(d,d,p);
18 B = zeros(d,d,q);
19
20 scale = 100;
21 for i=1:p
22 A(:,:,i) = ((sqrt(a) - c)*I + c*J)/scale;
23 end
24
25 for j=1:q
26 B(:,:,j) = ((sqrt(b) - c)*I + c*J)/scale;
27 end
28
29
30 f = 1/(1-a-b);
31 C = vech(chol(f*cov(data')))/10;
32
33 if nargout > 3
34 par = [C' diag(A)' vech like(A) diag(B)' vech like(B)];
35 end
36 end
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1 function [C, A, B] = par transform(parameters, nob)
2
3 dimensoes = nob*(nob+1)/2;
4 C = parameters(1:dimensoes);
5
6 A = diag(parameters(dimensoes+1: 2*dimensoes));
7
8 A(1,2:3) = parameters(1 + 2*dimensoes:2 + 2*dimensoes);
9 A(2,3) = parameters(3 + 2*dimensoes);
10 A(2,1) = A(1,2);
11 A(3,1) = A(1,3);
12 A(3,2) = A(2,3);
13
14 B = diag(parameters(dimensoes * dimensoes+1: (dimensoes+1)*dimensoes));
15 B(1,2:3) = parameters(1 + (dimensoes+1)*dimensoes:2 + (dimensoes+1)*dimensoes);
16 B(2,3) = parameters(3 + (dimensoes+1)*dimensoes);
17 B(2,1) = B(1,2);
18 B(3,1) = B(1,3);
19 B(3,2) = B(2,3);
20 end
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1 function [datasym, backcast,T,k,data] = data transform(data)
2
3 if size(data,1) > size(data,2)
4 data = data';
5 end
6
7 [k,T] = size(data);
8
9 datasym = zeros(k,k,T);
10
11 for t = 1:T
12 datasym(:,:,t) = data(:,t)*data(:,t)';
13 end
14 backcast = cov(data');
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1 function v=vech(A) %#codegen
2 % PURPOSE : takes a matrix A of size (n,m) and returns the vec of the lower
3 % triangle of A
4 %-------------------------------------------------------------------------
5 % USAGE : v=vech(A)
6 %--------------------------------------------------------------------------
7 % INPUT :A - square matrix, the target matrix to convert to vector
8 %-------------------------------------------------------------------------
9 % RETURN : v - vector , the vector that was created from the lower
10 % triangle of the matrix
11 %-------------------------------------------------------------------------
12 [r,c]=size(A);
13 if r~=c, error('mistake in vec h, matrix is not square'), end
14 v = zeros(r*(r+1)/2,1);
15 count = 1;
16 for j=1:r
17 %v=[v ; A(j:r,j)];
18 for i = j:r
19 v(count) = A(i,j);
20 count = count + 1;
21 end
22 end
23 end
APEˆNDICE C. CO´DIGOS MATLAB 60
1 function X = unvech (v) %#codegen
2
3 l = length(v);
4 n = -(1 - sqrt(1 + 8 * l))/2;
5 if mod(n,1) ~= 0
6 error('\nCannot produce symmetric matrix, check length of v.\n')
7 end
8 X = zeros(n,n);
9 count = 1;
10 for j = 1:n
11 for i = j:n
12 X(i,j) = v(count);
13 X(j,i) = X(i,j);
14 count = count + 1;
15 end
16 end
17
18 end
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1 function A = vech like(V)
2
3 [row,column] = size(V);
4
5 % A = zeros(a length,1);
6 A = [];
7 if row ~= column
8 error('Matrix must be quadratic');
9 end
10
11 i = 1;
12 k = 0;
13 for j = 1:row
14 %A =[A V(j+1:row, j)'];
15 c = row-j;
16 A(i:k+c) = V(j+1:row, j);
17 i = i + c;
18 k = k + c;
19 end
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1 clc
2 if ~exist('ret','var')
3 load ret
4 end
5
6 %criar um dataset a partir dos retornos
7 RETORNOS = mat2dataset(ret');
8
9 %mudar os nomes das variaveis
10 RETORNOS.Properties.VarNames = {'SP500' 'FTSE'};
11 RETORNOS.Properties.Description = 'Retornos de Ativos SP500 e FTSE';
12
13 %medidas de tendencia central
14 summary(RETORNOS)
15 sp500 media = mean(RETORNOS.SP500);
16 ftse media = mean(RETORNOS.FTSE);
17
18 %medidas de dispersao
19 sp500 variancia = var(RETORNOS.SP500);
20 ftse variancia = var(RETORNOS.FTSE);
21 sp500 std = std(RETORNOS.SP500);
22 ftse std = std(RETORNOS.FTSE);
23
24 %medidas de assimetria e achatamento
25 sp500 kurtose = kurtosis(RETORNOS.SP500);
26 ftse kurtose = kurtosis(RETORNOS.FTSE);
27 sp500 assimetria = skewness(RETORNOS.SP500);
28 ftse assimetria = skewness(RETORNOS.FTSE);
29
30 %mostrar as estatisticas
31 %SP500
32 disp([' ' ' Media ' 'Variancia ' 'Std.Desv ' ...
33 'Kurtose ' 'Simetria '])
34 disp(['SP500: ' num2str(sp500 media) ' ' num2str(sp500 variancia) ...
35 ' ' num2str(sp500 std) ' ' num2str(sp500 kurtose) ...
36 ' ' num2str(sp500 assimetria)])
37
38 disp([' ' ' Media ' 'Variancia ' 'Std.Desv ' ...
39 'Kurtose ' 'Simetria '])
40 disp(['FTSE: ' num2str(ftse media) ' ' num2str(ftse variancia) ...
41 ' ' num2str(ftse std) ' ' num2str(ftse kurtose) ...
42 ' ' num2str(ftse assimetria)])
43 %%
44 %Testando a autocorrelacao dos residuos
45 res sp500 = RETORNOS.SP500 - mean(RETORNOS.SP500);
46 res ftse = RETORNOS.FTSE - mean(RETORNOS.FTSE);
47 [h sp500,p sp500,Fstat sp500,crit sp500] = archtest(res sp500,'lags',2)
48 [h ftse,p ftse,Fstat ftse,crit ftse] = archtest(res ftse,'lags',2)
49
50 %%
51 % estimar modelos garch univariado
52 modelo = garch(1,1);
53 [fit sp500,~,LogL sp500] = estimate(modelo,RETORNOS.SP500);
54 [AIC sp500,BIC sp500] = aicbic(LogL sp500,3,T);
55
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56 [fit ftse,~,LogL ftse] = estimate(modelo,RETORNOS.FTSE);
57 [AIC ftse,BIC ftse] = aicbic(LogL ftse,3,T);
58 %%
59 % Graficos das autocorrelacao e autocorrelacao parcial
60 %SP500
61 subplot(2,2,1),autocorr(RETORNOS.SP500)
62 subplot(2,2,2),parcorr(RETORNOS.SP500)
63 %FTSE
64 subplot(2,2,3),autocorr(RETORNOS.FTSE)
65 subplot(2,2,4),parcorr(RETORNOS.FTSE)
66
67
68 subplot(2,1,1),autocorr(RETORNOS.SP500.ˆ2)
69 subplot(2,1,2),parcorr(RETORNOS.FTSE.ˆ2)
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1 %Este script estima e testa a qualidade do ajustamento
2 %do modelo usado.
3 %Para o seu uso precisa-se carregar os retornos no ambiente de trabalho
4
5 if ~ismember({'F', 'ret'},who)
6 clear;
7 clc;
8 load ret;
9 p=1;
10 q=1;
11 [datasym, backcast,T,k] = data transform(ret);
12
13 a = 0.15;
14 b = 0.09;
15 c = 0.07;
16 [~,~,~,x0] = generate par(ret,a,b,c,p,q,k);
17
18 codegen -args {x0,ret,datasym,backcast,p,q,T,k} likelihoods
19 F = @likelihoods mex;
20 end
21 ret(1,:) = ret(1,:) - mean(ret(1,:));
22 ret(2,:) = ret(2,:) - mean(ret(2,:));
23 a = 0.03;
24 b = 0.59;
25 c = 0.07;
26 [~,~,~,x0] = generate par(ret,a,b,c,p,q,k);
27 tipo = 'normal';
28 [parametros, ll, Ht, VCV, scores,hessiano] = mgvech(x0,ret, p, q,tipo,F);
29
30 %Calculo dos erros e criteiros de informacao
31 erros = sqrt(diag(VCV));
32 erros2 = sqrt(diag(hessiano));
33 K = length(parametros);
34 [AIC, BIC] = aicbic(ll,K,T);
35
36
37
38 dvec = [0.006101 0.013974 0.02306 0.034965 0.019760 0.051744...
39 0.952451 0.890176 0.911816 ]';
40 dvec err = [0.016081 0.020129 0.007302 0.006137 0.011796 0.009256 0.00753...
41 0.081961 0.018914]';
42
43 bekk = [0.057854 0.046324 0.174900 0.153829 -0.053035 0.018800 ...
44 0.254250 0.984434 0.012521 -0.002573 0.940532]';
45
46 bekk err = [0.008720 0.060460 0.026505 0.015968 0.024387 0.020850 0.028261...
47 0.003495 0.007105 0.008268 0.013902]';
48
49 nlp ci = [parametros' - 1.96*erros parametros' + 1.96*erros];
50 nlp ci2 = [parametros' - 1.96*erros2 parametros' + 1.96*erros2];
51 dvec ci = [dvec - 1.96*dvec err dvec + 1.96*dvec err];
52 bekk ci = [bekk - 1.96*bekk err bekk + 1.96*bekk err];
53
54 %% testar a qualidade do ajustamento do modelo
55 load RETORNOS
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56 Hsp500 = zeros(T,1);
57 Hspftse = zeros(T,1);
58 HftseSp500 = zeros(T,1);
59
60 for t = 1: T
61 htemp = Ht(:,:,t);
62 Hsp500(t) = htemp(1,1);
63 Hspftse(t) = htemp(2,2);
64 HftseSp500(t) = htemp(1,2);
65 end
66 Z sp500 = (RETORNOS.SP500.ˆ2)./Hsp500;
67 Z ftse = (RETORNOS.FTSE.ˆ2)./Hspftse;
68
69 % Testes sobre a autocorrelacao
70 %corelograma
71 subplot(2,1,1), autocorr(Z ftse)
72 title('Correlograma de residuos padronizados de FTSE')
73 subplot(2,1,2), autocorr(Z sp500)
74 title('Correlograma de residuos padronizados de SP500')
75
76 %testes mais formais: desfazagem 10 15 20 com alpha = 0.05
77 [H sp500,pValue sp500,...
78 Stat sp500,CriticalValue sp500] = lbqtest(Z sp500,[10 15 20]',0.05);
79 [H sp500 pValue sp500 Stat sp500 CriticalValue sp500]
80
81 [H ftse,pValue ftse,...
82 Stat ftse,CriticalValue ftse] = lbqtest(Z ftse,[10 15 20]',0.05);
83 [H ftse pValue ftse Stat ftse CriticalValue ftse]
84
85 %% Testes sobre os efeitos ARCH
86 clc;
87 ZZ sp500 = RETORNOS.SP500./sqrt(Hsp500);
88 ZZ ftse = RETORNOS.FTSE./sqrt(Hspftse);
89
90 [h arch sp500,p arch sp500,...
91 Fstat arch sp500,crit arch sp500] = archtest(ZZ sp500,'lags',2);
92 [h arch sp500,p arch sp500, Fstat arch sp500,crit arch sp500]
93
94 [h arch ftse,p arch ftse,...
95 Fstat arch ftse,crit arch ftse] = archtest(ZZ ftse,'lags',2);
96 [h arch ftse,p arch ftse, Fstat arch ftse,crit arch ftse]
97
98 %% Teste sobre a normalidade dos residuos padronizados
99 clc
100 %qqplots
101 subplot(2,1,1), qqplot(ZZ sp500)
102 subplot(2,1,2), qqplot(ZZ ftse)
103
104 [h sp500 n,p sp500 n,jbstat sp500 n,critval sp500 n] = jbtest(ZZ sp500);
105 [h sp500 n p sp500 n jbstat sp500 n critval sp500 n]
106
107 [h ftse n,p ftse n,jbstat ftse n,critval ftse n] = jbtest(ZZ ftse);
108 [h ftse n p ftse n jbstat ftse n critval ftse n]
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1 #carregar os modulos
2 module(finmetrics)
3 #Abrir os dados
4
5 #formatar o tempo a ser usado
6 tempo = timeDate(as.character(anos[,1]),
7 +in.format="%d-%m-%y", format="%a %b %d, %Y")
8 length(tempo)
9 sp500.dados = timeSeries(data = sp500Ftse$Col2,pos = tempo)
10 ftse.dados = timeSeries(data = sp500Ftse$Col3,pos = tempo)
11
12 #formatar alguns elementos dos ativos
13 sp500.dados@title = "Precos de encerramento dos sp500"
14 sp500.dados@units = "Precos em dolar"
15 ftse.dados@title = "Precos de encerramento dos ftse"
16 ftse.dados@units = "Precos em dolar"
17
18 #Calcular os retsp500Ftse
19 sp500.dados.retsp500Ftse = getReturns(sp500.dados,type="continuous",
20 +percentage=T,trim=T)
21 ftse.dados.retsp500Ftse = getReturns(ftse.dados,type="continuous",
22 percentage=T,trim=T)
23
24 #Criar a serie multivariada a partir dos ativos SP500 e FTSE
25 retsp500Ftse = seriesMerge(sp500.dados.retsp500Ftse,
26 +ftse.dados.retsp500Ftse)
27 colIds(retsp500Ftse)<-c("sp500","ftse-20")
28 acf(retsp500Ftseˆ2)
29
30 #--------------------------------------------------------------
31 # Modelo DVECH
32 #--------------------------------------------------------------
33
34 #Estimar o modelo DVECH
35 retsp500Ftse.dvec = mgarch(retsp500Ftse~1, ~dvec(1,1), trace=F)
36 retsp500Ftse.dvec
37
38 #Obter as estatisticas do modelo estimado
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39 summary(retsp500Ftse.dvec)
40
41 #Efectuar alguns teste sobre a qualidade do ajustamento do modelo
42 autocorTest(residuals(retsp500Ftse.dvec, standardize=T)ˆ2,lag=12, bycol=F)
43 archTest(residuals(retsp500Ftse.dvec, standardize=T), lag=12)
44
45 #analise grafica do modelo
46 plot(retsp500Ftse.dvec)
47
48
49 #--------------------------------------------------------------
50 # Modelo BEKK
51 #--------------------------------------------------------------
52
53 #Estimar o modelos BEKK
54 retsp500Ftse.bekk = mgarch(retsp500Ftse~1, ~bekk(1,1),trace=F)
55
56 #Obter as estatisticas do modelo estimado
57 summary(retsp500Ftse.bekk)
58
59 #Efectuar alguns teste sobre a qualidade do ajustamento do modelo
60 autocorTest(residuals(retsp500Ftse.bekk, standardize=T)ˆ2,lag=12, bycol=F)
61 archTest(residuals(retsp500Ftse.bekk, standardize=T), lag=12)
62
63 #analise grafica do modelo
64 plot(retsp500Ftse.bekk)
